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在正式讨论神经⽹络的优化之前，先对神经⽹络给出形式化的表⽰，并对常
⽤的⼀些概念进⾏简单的介绍，⽅便后续的讨论。

1 神经⽹络的形式化表⽰
我们经常使⽤的 CNN，它的参数优化⽅法本质上和我们在⼀些经典教材上
看到的加上正则项的曲线拟合很类似。我们可以把 CNN 整体看作⼀个函数
f(x;W, b)，这⾥ x 就代表经过预处理的图像 (这⾥预处理通常指的是减去
RGB 3 个通道的均值)。W 代表卷积层 kernel 的权重，b 代表偏置项。函
数 f(·) 对输⼊图像进⾏了⼀系列数学运算，其中最常⻅的有卷积、pooling、
⾮线性变化（(ReLU)。经过这些变换，最后我们得到输出 ŷ，这个图像还有⼀
个真实的 label，⽤ y 来表⽰。我们训练神经⽹络的⽬的就是想要使得经过
⽹络的变换，ŷ 尽可能接近 y，这样⽹络才有实际⽤处。
要想达到上述的⽬的，必须寻找适当的参数，使得对于⼀个输⼊图像 x(i)，

⽹络的输出 ŷ(i) 接近实际的 y(i)，对于这种接近必须要找到某种合适的⽅式
来度量，通常在训练⽹络的时候我们使⽤“损失函数 (Loss Functions)”
来衡量误差，譬如常⽤的 mean squared loss，Softmax with loss1，
cross-entropy loss 等。如果损失越⼤，说明实际输出与我们想要的结果
“偏差”越⼤。对于单个的样本，loss 可以写成

l(ŷ(i), y) = l(f(x(i);W, b), y(i)) (1)

例如，对于 Softmax with loss，假设研究的是 C 类分类问题，神经⽹络最
后有 C 个输出，分别对应每⼀类出现，⽤ fj 表⽰，然后再接⼀个 Softmax
层，经过这⼀层的作⽤，对应于每⼀类的输出变成了

zi =
exp fj∑C
j=1 exp fj

. (2)

所以 Softmax 作⽤是把输出归⼀化，每⼀类的输出就是输⼊图像对应于该类
的概率。该样本对应的损失可以⽤如下式⼦来表达：

li = −log
exp(fyi

)∑C
j=1 exp(fj)

. (3)

如何来衡量⽹络性能的好坏呢？仅仅看单个样本损失显然是不合适的，我们
需要⼀个指标来表⽰对于所有样本, ⽹络预测性能的好坏。通常使⽤平均损失
来表⽰：

Loss =
1

m

m∑
i=1

l(f(x(i);W, b), y(i)) (4)

Anyway，得到这个评价⽹络性能的指标以后，我们实际上就可以使⽤
backpropagation 来更新⽹络的参数了。但是通常直接优化这个⽬标函数得
到的⽹络参数，会产⽣过拟合，这和曲线拟合的道理是⼀样的：参数学习的时
候把数据⾥⾯的噪声分布也学习进去了，这并不是我们所希望的。因此我们需
要对参数进⾏⼀些限制，就是所谓的正则化 (Regularization)，使得参数
的值不那么⼤。⼀般正则化只对⽹络的参数 W 进⾏，不对偏置项 b 进⾏，正

1实际上并不存在 Softmax loss，Softmax 指的是 Softmax function，也就是把⼀个
向量各元素压缩到 [0,1]，并且各元素之和为 1，变成了⼀个概率分布，损失函数使⽤的还是
cross-entropy loss，之所以叫做“Softmax loss”是由于习惯问题，更详细解释参⻅ [1]。
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则项⽤ R(W ) 表⽰。最终要优化的⽬标函数 (Objective function) 其
实是如下的形式：

obj = Loss+ λR(w) (5)

上式中的 λ ⽤来调节正则项在总的优化⽬标中的权重，通常被称为 weight
decay。

2 模型的优化
2.1 属于哪类优化问题？
要优化这个问题，⾸先要确定这个问题的类型，然后才能从已经⾮常完备的最
优化理论⾥找出合适的⼯具。前⾯⼀直有点不明⽩这个优化问题的形式到底属
于什么呢？在最优化的课上，我们碰到过诸如以下形式的优化问题：

min f(x1, x2) = 2x1
2 + x2

2 + (x1 + x2)
2 − 20x1 − 16x2 (6)

神经⽹络的优化跟上述问题的优化本质⼀样吗？乍⼀看上去好像不⼀样，神经
⽹络⾥⾯有样本，这个优化问题⽆所谓样本。我⼀直是这么想的，然后就搞不清
楚了，那神经⽹络的优化到底属于什么问题呢？
学习了最优化以后，现在再看神经⽹络的优化，发现这就是⽆约束最优化问

题 (unconstrained optimization)。这些样本其实是遮掩本质的“幕布”
而已。我们把这些样本的具体数值代⼊⽹络，最后其实这些样本都变成了具体
的数字，剩下的未知变量就是权重 W 和偏置 b。这样，神经⽹路的优化和上
⾯的优化问题是⼀样的，神经⽹络中的权重以及偏置相当于上⾯优化问题中的
变量 x1 和 x2。所以神经⽹络的优化也是⽆约束最优化问题，只不过不像上⾯
的问题那样简单。
紧接着⼜有⼀个需要考虑的问题，深度神经⽹络对应的函数并不是⼀个凸函

数，这个函数有很多 local minimum，我们经常使⽤的优化⽅法都是针对凸
函数的，对于⾮凸也⾮凹的函数，通常的⽅法在理论上是并不合适的。例如经
常⽤到的梯度下降只有在函数是 convex 的时候才能保证⼀定能够找到函数
的最优值，对于⾮凸函数，梯度下降找到的可能只是函数的 local minimum，
但是研究者发现，即使梯度下降找到的不是最优值，对于所要解决的问题来说，
结果已经⾜够好了：梯度下降找到的最优值已经接近全局的最优值。

2.2 ⼏种⽅法
优化的⽬的就是找到合适的参数，使得⽬标函数能够取得最小值，对于⽆约束
问题的优化，有很多⽅法，到底该使⽤什么⽅法呢？总结⼀下可能的⽅法，主
要有 3 种，但是它们不⼀定都适⽤于 CNN 的优化，这是由 CNN 的特点决定
的：CNN 的参数量实在是太⼤了。

2.2.1 启发式搜索算法
第⼀种类型，不使⽤关于梯度的信息，采⽤⼀些启发式的算法，譬如粒⼦群算
法，基因算法，模拟退⽕算法等，这些算法都是采⽤启发式的搜索策略来寻找最
优参数，但是实际中很少有⼈⽤这种⽅法，因为这些⽅法并不能保证找到最优
解，还有⼀点就是，卷积神经⽹络的参数数量太⼤，使⽤这些⽅法效率低，时间
成本更⼤ [2]，引⽤⼀下 Hinton [3], 他曾写到:
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Evolution is much too slow to discover the millions
of features we need. In very high-dimensional
spaces, searches that have efficient access to gra-
dient information are millions of times faster than
searches that do not. Evolution can optimize hun-
dreds or even thousands of parameters, but it is
hopelessly inefficient for optimizing millions of
parameters because it cannot compute the gradient
of the fitness of the phenotype with respect to
heritable parameters. What evolution can do is
explore the space of biological devices that can
make effective use of gradient information. It
can also explore the space of objective functions
that these devices should optimize and the space
of architectures in which this optimization works
well.

上⾯的话说明了这些 metaheuristic ⽅法的对于⼤规模优化的低效，这⼤概
也是主流深度学习的研究者不使⽤这些⽅法优化神经⽹络的原因 (在⽹上也看
到了⼀些使⽤ meta-heuristric ⽅法优化 CNN 的讨论 [4] 和⽂章 [5]，
但是这篇⽂章也只是在 MNIST 和 Cifar-10 这种小数据库上做实验)。

2.2.2 使⽤⼀阶梯度信息
第⼆种类型就是使⽤⼀阶梯度信息的⽅法，譬如研究者经常使⽤的随机梯度下
降法 (SGD)，梯度下降法的思想就是先给权重和偏置⼀个初始值，然后逐步迭
代优化这个初始值，使得优化⽬标不断减小。迭代优化的⽅法就是求取⽬标对
各个权重以及偏置的偏导数，也就是梯度，根据最优化理论，梯度的负⽅向是⽬
标函数值下降的⽅向，知道了下降的⽅向，我们还需要知道沿着这个⽅向走多
远，也就是所谓的步⻓ (在神经⽹络的训练中，经常被称为学习率，learning
rate)，步⻓过小，⽬标值下降太少，步⻓过⼤，⽬标值反而可能上升，因此步
⻓的选取是极端重要。选择步⻓有两种策略，⼀种是 exact search ⽅法，另
外⼀类就是 inexact search。那为什么这两种⽅法都没有被⼤规模使⽤呢？

为什么不使⽤ line search？
⾸先，SGD 得到的梯度只是对真正梯度的近似，可能存在偏差 (noisy gra-
dient)，因此采⽤精确或者⾮精确搜索，效果可能不会很好；其次，line
search 增加了计算量，对于神经⽹络来说，可能需要好⼏个 forward pass
来更新⼀次参数，而 SGD 只需要⼀次 forward 和⼀次 backward pass
来更新参数，更节省时间，参数更新频率更快⼀些。更多的内容，可以参考 [6]
和 [7]，⼀篇在 SGD 中使⽤ line search 的论⽂参⻅ [8]。

理论上来说，使⽤梯度下降法的时候，需要把全部样本输⼊⽹络，计算⼀次
⽬标函数，再计算⽬标函数对参数的偏导数，然后更新这些参数，对于⼤规模
问题 (通常训练样本数⽬是⼏⼗万或者上百万)，使⽤梯度下降法的代价太⼤
了 (时间成本，存储空间考虑)，因此在实践中，研究者通常使⽤随机梯度下
降 [9] 来代替梯度下降。随机梯度下降中计算的梯度是对真正梯度的近似，因
此随机梯度下降每⼀步的⽅向可能并没有梯度下降准确，但是在梯度下降更新
⼀次参数的时间⾥，随机梯度下降可以进⾏多次参数更新，这也弥补了随机梯
度下降的不⾜。在实践中，研究者发现随机梯度下降已经能够⼯作的很好了。严
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格来说，随机梯度下降只是使⽤所有样本中的⼀个样本，但是这样计算的梯度
通常太粗糙，不能对真正梯度有很好的近似，因此通常使⽤的是 mini-batch
stochastic gradient descent，即从所有样本中随机选出⼀小部分样本
(称为⼀个 mini-batch)，计算在这个 mini batch 上的⽬标函数，然后计
算梯度，来拟合真实的梯度。我们在各种深度学习的库⾥，经常看到的 batch
size 就是这个含义。

⼏种 gradient descent 有什么区别？
在⽹络上或者⽂献⾥，经常看到不同的称呼，batch gradient descent，
stochastic gradient descent，mini-batch gradient descent，这
些名词有什么区别呢？Batch gradient descent 其实就是使⽤全部的训
练数据来更新参数的⽅式，这种⽅式⾮常慢 (因为需要使⽤全部训练样本来进
⾏⼀次参数更新)，并且不适合⽤ online 的⽅式来更新权重；stochastic
gradient descent 上⾯已经说过，只使⽤⼀个样本，对真实梯度的拟合不
好；mini-batch gradient descent，介于两者之间，每次从训练样本中
随机抽出⼀部分，虽然得到的梯度可能是 noisy 的，但是更新频率⾼，最
终也能得到⼀个较好的局部最优解。很多时候 SGD 和 mini-batch 两个
是混⽤的，譬如某个⽂献说使⽤的⽅法是 SGD，其实使⽤的是 mini-batch
stochastic gradient descent。

使⽤上⾯ naive 版本的梯度下降⽅法的时候，在遇到梯度处于“狭⻓⼭
⾕”的时候，寻优的路径会出现震荡，因而迭代需要很⻓时间才能达到最优
值，因此实际中更常⽤的⽅法是 SGD with momentum [10]，momentum
⽅法的思想，是对于权重的更新，不能仅仅依赖当前的梯度，还需要考虑前⾯
时刻的梯度，这使得当寻优⽅法进⼊参数空间的“狭⻓⼭⾕”时，能够尽早脱
⾝，而不是在⼭⾕来回震荡，浪费时间。⽹上有两种关于这种⽅法的公式，第⼀
种 [11, 12, 13]：

vt+1 = µvt + α∇θobj (7)

θt+1 = θt − vt+1 (8)

第⼆种 [14, 15, 16][17, Chapter 8]：
vt+1 = µvt − α∇θobj (9)

θt+1 = θt + vt+1 (10)

上述两组公式中，µ 是 momentum 项的系数，α 是权重的学习率，θ 是某个
要优化的权重，上标中的 t+1，t 代表第⼏次迭代，初始的时候 v 等于 0。初
看上去，这两种公式不⼀样，其实化简⼀下，这两中表达⽅式得到的结果是⼀
模⼀样的。使⽤含有 momentum 的 SGD 训练⽹络，通常收敛速度更快，也
更稳定，这也是该⽅法被⼤量使⽤的原因。需要指出，含有 momentum 项的
SGD 只是 vanilla SGD 的⼀种简单改进，还有很多对 SGD 的改进，譬如
Nesterov’s Accelerated Gradient，RMSprop。更多关于 SGD 的内
容，可以参考 [15, 13, 11, 18, 19]。
除了梯度下降，共轭梯度法也是最优化⾥⾯常⽤的解决⽆约束问题的优化⽅

法，论⽂ [20] 提到了使⽤共轭梯度法来训练神经⽹络。

2.2.3 使⽤⼆阶梯度信息
第三种类型的⽅法是使⽤⼆阶梯度信息，使⽤⼆阶梯度的⽅法最原始的是⽜
顿法，但是由于⽜顿法需要求 Hessian 矩阵的逆，计算量巨⼤，该逆也不
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⼀定存在。对⽜顿法的改进有 BFGS，以及 L-BFGS 等，更多信息可以参
考 [21, 22]。⼆阶⽅法在 CNN 中⽤的也不多，⼀般都⽤来优化⼀些小规模
的问题 [20]，⼤规模的问题，还是 SGD 更有效⼀些 [23]。

为什么⼆阶⽅法在 CNN 优化中⽤的不多？
最主要的原因还是⼆阶⽅法需要计算 Hessian 矩阵或者它的近似矩阵，CNN
参数量巨⼤，⼆阶⽅法需要的计算量太⼤，not feasible，所以实际中研究
者更倾向于使⽤ SGD 来进⾏优化，更多讨论，参⻅ [23, 24, 25]。

更多关于优化应⽤与机器学习的讨论，可以参考 [26]。
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